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Анотація: Розроблено універсальну термодинамічну модель для розрахунку робочого 

процесу систем типу «циліндр-поршень», яка поетапно описує процеси в циліндрі, враховує 

реальний характер процесів впуску-випуску та витоку повітря. За допомогою моделі були 

вирішені три різні прикладні завдання, у тому числі моделювання гідроудару при попаданні 

рідини в циліндр двигуна внутрішнього згоряння, моделювання динаміки руху катапультного 

візка при запуску безпілотного літального апарату і моделювання індикаторної діаграми 

двигуна під час холодного прокручування при вимірюванні компресії. Контрольне моделюван-

ня та порівняння з відомими експериментальними даними щодо осцилографії тиску в 

циліндрі двигуна при прокручуванні показали, що результати моделювання відповідають 

експериментальним даним. Це визначає можливість використання моделі при проєктуванні 

пристроїв, що розглядаються, і діагностиці різних видів їх пошкоджень. 
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Abstract: An universal thermodynamic model for calculating the working process of “cylin-

der-piston” type systems has been developed which describes step by step the processes in the cyl-

inder, and takes into account the real nature of the intake-exhaust and air leakage processes. Using 

the model, three completely different applied problems were solved, including modeling the hydrau-

lic lock when fluid enters the cylinder of an internal combustion engine, modeling the dynamics of 

the movement of the catapult trolley during the launch of an unmanned aerial vehicle, and modeling 

the engine indicator diagram during cold cranking when measuring compression. Control modeling 

and comparison with known experimental data on oscillography of pressure in the engine cylinder 

during cranking showed that the modeling results correspond to the experimental data. This deter-

mines the possible use of the model in designing devices under consideration and diagnosing vari-

ous types of their damage. 

Keywords: thermodynamic model, modeling, cold cranking, compression, hydrolock, diag-

nostics 

 

У техніці використовується велика кількість пристроїв, заснованих на ро-

боті поршня в циліндрі. Це не тільки поршневі двигуни різних типів, але також 

пневматичні системи, включаючи різні виконавчі пристрої та приводи. У за-

гальному випадку вони можуть розглядатися зовсім різними групами наукових 

шкіл і дослідників, проте мають дуже близький теоретичний опис. Це дає мож-

ливість скласти якусь загальну та універсальну математичну модель, яка засто-



совується до таких абсолютно різних конструкцій. Причому цей підхід дозво-

ляє не лише узагальнити математичний опис подібних процесів, але також ви-

конати математичне моделювання там, де його не застосовують з тих чи інших 

причин (наприклад при діагностиці несправностей). 

Відповідно до цього метою роботи є розробка універсальної математичної 

моделі системи типу «циліндр-поршень», що застосовується до різних при-

строїв. 

Для побудови моделі розглянемо циліндр, у якому рухається поршень 

(рис. 1).  
 

 
Рисунок 1 – Загальна схема досліджуваної системи «циліндр-поршень»:  

1 – поршень, 2 – впускний/випускний клапан 

 

Для виведення розрахункових рівнянь використовуємо рівняння стану іде-

ального газу в циліндрі:  

𝑝 =
𝑀

𝑉
𝑅𝑇,                                                              (1) 

та рівняння 1-го закону термодинаміки [1, 2], записане для об'єму циліндра V: 

𝑑𝑈 = 𝑑𝑄 − 𝑑𝐿 + 𝑖𝑑𝑀,                                                    (2) 
У рівняннях (1) і (2): p, T – тиск та температура повітря у циліндрі,  

𝑑𝑈 = 𝑑(𝑀𝐶𝑉𝑇) – зміна внутрішньої енергії повітря у циліндрі; dQ – кількість 

тепла, що підводиться (+) або відводиться (–); 𝑑𝐿 = 𝑝𝑑𝑉  – робота повітря; 

𝑖 = 𝐶𝑝𝑇 – ентальпія повітря; dM – зміна маси M повітря в циліндрі за рахунок 

припливу в циліндр (+) або витоків з циліндра (–); CV, Cp – теплоємності при 

постійному тиску та об'ємі, пов'язані співвідношенням 𝐶𝑝 = 𝛾𝐶𝑉 = 𝛾𝑅 (𝛾 − 1)⁄ ; 

де γ, R – показник адіабати та газова постійна повітря. 

Об'єм повітря в циліндрі, очевидно, визначається площею Fp і положенням 

поршня, що дорівнює відстані x від верхньої мертвої точки: 

𝑉 = 𝑉𝑥 + 𝑉𝑐 = 𝑉𝑥 +
𝑉ℎ

𝜀 − 1
= 𝑉ℎ (

𝑥

𝑆
+

1

𝜀 − 1
) = 𝐹𝑝(𝑥 + ℎ𝑐) = 𝐹𝑝𝑙𝑥 ,          (3) 

де S – хід поршня; Vh, Vc – робочий та «мертвий» об'єм циліндра; 𝑉𝑥 = 𝐹𝑝𝑥 – 

поточний об'єм, що відкривається поршнем; ε – геометричний ступінь стиснен-

ня; ℎ𝑐 = 𝑉𝑐 𝐹𝑝⁄ = 𝑆 (𝜀 − 1)⁄  – довжина «мертвого» об'єму (або камери згоряння); 

𝑙𝑥 = 𝑥 + ℎ𝑐 – поточна робоча довжина циліндра. 

Враховуючи, що зміна об'єму циліндра 𝑑𝑉 = 𝐹𝑝𝑑, а температура повітря за 

відсутності горіння змінюється незначно, з рівняння (2) при підставленні рів-



няння (1) отримаємо диференціальне рівняння для температури повітря в цилі-

ндрі [2]: 

𝑑𝑇

𝑇
=
(𝛾 − 1)

𝑙𝑥
[−𝑑𝑥 +

𝑅𝑇

𝑝𝐹𝑝
(𝑑𝑀 +

𝑑𝑄

𝑅𝑇
)].                                 (4) 

З іншого боку, після диференціювання рівняння стану (1) отримаємо дифе-

ренціальне рівняння тиску повітря в циліндрі [2]: 

𝑑𝑝

𝑝
=
𝛾

𝑙𝑥
[−𝑑𝑥 +

𝑅𝑇

𝑝𝐹𝑝
(𝑑𝑀 +

𝛾 − 1

𝛾

𝑑𝑄

𝑅𝑇
)].                            (5) 

Якщо рівняння (4) і (5) розділити на збільшення часу dτ та знехтувати теп-

лообміном зі стінками циліндра (наприклад, при низьких температурах про-

цесу), можна отримати математичну модель досліджуваного процесу як систе-

му диференціальних рівнянь 1-го порядку [3, 4]: 

{
  
 

  
 
𝑑𝑇

𝑑𝜏
= (𝛾 − 1) 𝜓 𝑇                           

𝑑𝑝

𝑑𝜏
= 𝛾 𝜓 𝑝                                       

𝜓 =
1

𝑙𝑥
(−

𝑑𝑥

𝑑𝜏
+
𝑅𝑇

𝑝𝐹𝑝

𝑑𝑀

𝑑𝜏
).            

                                    (6) 

Розглянемо деякі окремі випадки роботи поршня в циліндрі. 

1. Присутність у циліндрі рідини, що займає відносний об'єм 𝜀𝑣 = 𝑣 𝑉𝑐⁄  

«мертвого» простору циліндра, дає наступний запис формули (3): 

𝑉 = 𝑉ℎ (
𝑥

𝑆
+
1 − 𝜀𝑣
𝜀 − 1

) = 𝐹𝑝[𝑥 + ℎ𝑐(1 − 𝜀𝑣)],                              (7) 

звідки робоча довжина циліндра, що входить у систему рівнянь (6) 𝑙𝑥 = 𝑥 +
ℎ𝑐(1 − 𝜀𝑣). 

2. Наявність ресивера, форкамери або будь-якого іншого додатково приєд-

наного до циліндра об'єму VR дозволяє записати (3) у вигляді: 

𝑉 = 𝑉𝑅 + 𝑉ℎ (
𝑥

𝑆
+
1 − 𝜀𝑣
𝜀 − 1

) = 𝑉𝑅 + 𝐹𝑝[𝑥 + ℎ𝑐(1 − 𝜀𝑣)],                   (8) 

звідки робоча довжина циліндра, що входить у систему рівнянь (6), становити-

ме у загальному випадку: 

𝑙𝑥 = 𝑉𝑅 𝐹𝑝⁄ + 𝑥 + ℎ𝑐(1 − 𝜀𝑣).                                         (9) 

Для практичного застосування моделі необхідно деталізувати модель, ви-

значивши закони зміни координати поршня x і витрати повітря 𝑑𝑀/𝑑𝜏, що над-

ходить або витікає з циліндра. 

Для кривошипно-шатунного механізму відповідно до рис. 2, а координата 

x може бути виражена формулою:  

𝑥 =
𝑆

2
(1 + 𝑟 − cosϕ − √𝑟2 − sinϕ),                               (10) 

де 𝑟 = 2𝐿𝑐 𝑆⁄  – відносна довжина шатуна. 

Диференціювання рівняння (10) дає прискорення поршня, що входить до 

системи рівнянь (6):  



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=
𝜋𝑆𝑛

60
sinϕ(1 +

cosϕ

√𝑟2 − sinϕ
) = 𝑣𝑚

𝜋

2
sinϕ(1 +

cosϕ

√𝑟2 − sinϕ
),    (11) 

де 𝐶𝑚 = 𝑆𝑛 30⁄  – середня швидкість поршня. 

 

        
а                                                                  б 

Рисунок 2 – Приклади законів руху поршня: а – кривошипно-шатунний  

механізм двигуна; б – поліспастний механізм пневматичної катапульти 

 

Для поліспастного механізму катапультної системи переміщення поршня 

(рис. 2, б) визначається положенням візка та довжиною троса [4, 5]: 

𝑥𝑝 = 𝐿𝑐 − 
𝐻 − 𝑟 sin 𝛽

sin 𝛼
−
𝜋𝑟(900 + β)

180
− 𝑙0 − 𝑟.                  (12) 

Швидкості візка 𝑣  і поршня 𝑣𝑝  пов'язані співвідношенням 𝑣𝑝 = 𝑣 sin 𝛽,  а 

кут між напрямком руху поршня та візка: 

𝛽 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
1

𝐻
[𝑥 + 𝑟 (√1 + (

𝑥

𝐻
)
2

− 1)]. 

При цьому для визначення швидкості до системи рівнянь (6) необхідно до-

дати ще одне рівняння для прискорення візка: 
𝑑𝑣

𝑑𝜏
=
𝐹𝑝𝑥 + 𝑇 − 𝑅𝑥 − 𝐹𝑓 − 𝐹𝑔𝑥

𝑀𝛴
.                                      (13) 

де 𝑀𝛴 = 𝑀 +𝑚 – загальна маса системи, що розганяється; M, m – маса літа-

льного апарату, маса візка та пов'язаного з ним троса; Fpx – проєкція на вісь x 

сили тяги троса, що визначається тиском у циліндрі p; T, Rx – тяга двигуна та 

сила аеродинамічного опору апарату та візка; Ff , Fgx – сила тертя та проєкція на 

вісь x сили тяжіння (якщо катапульта має кут підйому). 

Зміна маси повітря в циліндрі визначається витратою повітря через клапа-

ни та місця витікання. При тиску в циліндрі вище ніж атмосферний, витрата 

повітря з циліндра через деякий отвір (зазор, щілина) визначається за відомою 

формулою [4, 5]: 



𝑑𝑀𝑖

𝑑𝜏
= −𝜇

𝜌𝑓𝑖

√𝑅𝑇
(
𝑝0
𝑝
)

1
𝛾
√
2𝛾

𝛾 − 1
[1 − (

𝑝0
𝑝
)

𝛾−1
𝛾
] ,                           (14) 

де μ – коефіцієнт витрати; fi – площа перерізу, через який відбувається пода-

вання або витікання (для циліндра двигуна, крім площі витікання, необхідно 

задати закон відкриття клапанів по куту повороту колінчастого валу); p0 – тиск 

навколишнього середовища або тиск у прилеглих до циліндра каналах. 

Таким чином, при використанні формул (9) – (14) система рівнянь (6) є ма-

тематичною моделлю і може бути вирішена чисельно з початковими умовами: 

при τ = 0 ϕ = 0, x = 0, T = T0, p = p0 . Для вирішення можна використовувати 

простий або модифікований метод Ейлера (метод Рунге-Кутта 2-го порядку) 

[3, 4].    

За допомогою розробленої моделі вирішувалися три абсолютно різні прик-

ладні завдання, у тому числі: 

1. Моделювання гідроудару на час вступу рідини в циліндр двигуна внут-

рішнього згоряння. Моделювався процес стиснення з різним наповненням ка-

мери згоряння рідиною з метою визначення умов втрати стійкості стрижня ша-

туна (рис. 3).  

2. Моделювання динаміки руху візка під час роботи катапульти при старті 

безпілотного літального апарату (БПЛА). В результаті отримано діаграми шви-

дкостей (рис. 4, а), прискорень та зусиль у цій системі, а також визначено вплив 

різних факторів на ефективність її роботи (рис. 4, б). 

3. Моделювання індикаторної діаграми двигуна під час холодного прокру-

чування при вимірюванні компресії. Розрахунки виконані для різних видів по-

шкоджень циліндро-поршневої та клапанної групи (рис. 5, а), отримано хорошу 

відповідність розрахункових даних з раніше проведеними тестами (рис. 5, б та в). 

 

    
а                                              б 

Рисунок 3 – Зміна тиску в циліндрі (а) та напружень стиснення у стрижні  

шатуна (б) по куту повороту колінвала при різному коефіцієнті заповнення  

камери згоряння рідиною [3] 
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а                                       б 

Рисунок 4 – Зміна швидкості візка та поршня катапульти (а) та вплив витікання 

повітря з циліндра на зміну його тиску (б) за часом [5] 

 

 
а 

 
б 

 
в

Рисунок 5 – Результати моделювання індикаторної діаграми двигуна  

в процесі прокручування при вимірюванні компресії для різних видів  

пошкоджень (а) та порівняння розрахункової діаграми (б) з відомими даними 

[6] тестів компресії (в) 

 

Висновки. Розроблено універсальну термодинамічну модель для розраху-

нку робочого процесу систем типу «циліндр-поршень», яка покроково описує 

процеси в циліндрі, враховує реальний характер процесів впуску-випуску та 

витікання повітря через поєднання деталей. Контрольне математичне моделю-

вання та порівняння з відомими експериментальними даними щодо осцилогра-

фування тиску в циліндрі двигуна при холодному прокручуванні показало, що 
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результати моделювання відповідають досвідченим даним. Як перспектива по-

дальших досліджень передбачається вдосконалення моделі для поліпшення 

стійкості розрахункового алгоритму, обліку змінної швидкості обертання та те-

плообміну, а також продовження дослідження самої моделі з метою її застосу-

вання при проєктуванні пристроїв та діагностиці різних видів їх ушкоджень. 
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